מבני נתונים ומבוא לאלגוריתמים

פתרון מועד ב'  מסמסטר א1999 
שאלה 1
א. דוגמה לעץ אדום-שחור בעל 4 צמתים שחורים ו-4 צמתים אדומים: 
 

ב. אי אפשר לבנות עץ אדום-שחור בעל 3 צמתים שחורים ו-6 צמתים אדומים. 

    נוכיח זאת באמצעות בדיקת כל המקרים האפשריים עבור הצומת ושני בניו:

    מקרה ראשון: שורש אדום. במקרה זה שני בניו של השורש צריכים להיות שחורים. 

    הצומת השחור השלישי חייב להיות בנו של אחד משני הצמתים השחורים (ר' ציור), וברור  
    שהתנאי הרביעי לא יתקיים (למשל, כל המסלולים הפשוטים מהשורש לצאצאים עלים לא 
    יכילו אותו מספר של צמתים שחורים).

מקרה שני: שורש שחור ושני בנים שחורים. במקרה זה לא ניתן להוסיף לעץ 6 צמתים אדומים מבלי להוסיף גם צמתים שחורים נוספים (ר' ציור).
מקרה שלישי: שורש שחור ושני בנים אדומים. במקרה זה צריך להוסיף לעץ עוד שני צמתים שחורים. ברור שאחד מהם יהיה בתת-עץ השמאלי של השורש והשני בתת-עץ הימני של השורש (ר' ציור).  ברור שהתנאי הרביעי לא יתקיים (למשל, כל המסלולים הפשוטים מהבן השמאלי של השורש לצאצאים עלים לא יכילו אותו מספר של צמתים שחורים).

מקרה רביעי: שורש שחור שאחד מבניו אדום והשני שחור. במקרה זה צריך להוסיף לעץ עוד צומת שחור אחד. ברור שאפשר להוסיף אותו רק כבן של הצומת האדום (ר' ציור), כי אחרת התנאי הרביעי לא יתקיים עבור השורש. אבל, במקרה זה התנאי הרביעי לא יתקיים עבור הצומת האדום. 
שאלה 2

א. המערך [n, …, 2, 1] מכיל את המספר הגבוה ביותר של היפוכים, מפני שכל זוג אינדקסים 
    הוא היפוך. מספר ההיפוכים הוא 
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ב. הרעיון הוא לספור את ההיפוכים תוך כדי ביצוע השגרה MERGE.

    (תיאור של השגרה מופיע בעמודים 10-11 בספר הלימוד, ובתרגיל 1.3-2 בספר היה צריך לכתוב 
    את הפסידו-קוד של השגרה.)
    באופן כללי, בעת ביצוע השגרה MERGE משווים איברים מהתת-מערך השמאלי לאיברים 
    בתת-מערך הימני, ומציבים את הקטן מביניהם בתת-מערך הממוזג. כאשר משווים איבר A[i]  
    הנמצא בתת-מערך השמאלי לאיבר A[j] הנמצא בתת-מערך הימני יש שתי אפשרויות: 

    אם A[i] ( A[j] אז זוג האינדקסים (i, j) אינו מהווה היפוך.
    לעומת זאת, כאשרA[j]  <  A[i] אז זוג האינדקסים (i, j) מהווה היפוך. יתרה מזאת, גם זוג 

    האינדקסים (x, j)  לכל i + 1 ( x ( q  מהווה היפוך. 
    נוסיף לאלגוריתם מיון-מיזוג משתנה גלובלי בשם count שיאותחל לאפס.

    כאשרA[j]  <  A[i] נוסיף לשגרה MERGE את השורה: count ( count + q - i + 1.
    מכיוון שהפעולה שהוספנו מתבצעת בזמן קבוע, זמן הריצה של מיון-מיזוג לא משתנה. 
שאלה 3

א. האלגוריתם מיון-מהיר אינו פועל כהלכה לאחר השינוי, מפני שאם A[r] הוא איבר המקסימום 
    במערך, האלגוריתם ייכנס ללולאה אינסופית.

    (הערה: השאלה מופיעה במדריך הלמידה!)
ב. האלגוריתם מיון-מהיר האקראי אינו פועל כהלכה לאחר השינוי מסיבה דומה.
    כלומר, האלגוריתם ייכנס ללולאה אינסופית אם יתקיימו שני התנאים הבאים:

     1. A[r] הוא איבר המקסימום במערך. 

     2. בכל פעם שתתבצע קריאה ל- RANDOMIZED-PARTITIONיוגרל בשורה 1 של השגרה  

         הערך r.

שאלה 4

א. האלגוריתם מתבסס על כך, שאם יש במערך איבר רוב, אז הוא חייב להיות החציון:

MAJORITY-MEMBER (A, n)

x ( SELECT (A, 1, n, (n/2( )

i ( 1, count ( 0

while i ( n and count ( n/2

    do if A[i] = x
           then count ( count + 1 
if count > n/2

    then return YES

    else return NO
ב. הרעיון דומה מאד לסעיף א', אבל הפעם צריך למצוא את ערכי המיקום ה- (n/3( וה- (2n/3(.
    כלומר, מוצאים באמצעות SELECT את ערך המיקום ה- (n/3( ובודקים אם הוא מופיע 
    במערך יותר מאשר n/3 פעמים. אם כן - מחזירים YES.
    אחרת - מוצאים באמצעות SELECT את ערך המיקום ה- (2n/3( ובודקים אם הוא מופיע  
    במערך יותר מאשר n/3 פעמים. אם כן - מחזירים YES. אחרת - מחזירים NO.
שאלה 5
מבנה הנתונים המוצע: עץ אדום-שחור בעל n צמתים + ערימת מקסימום בגודל n.
לכל אחד מ-n המפתחות השונים זה מזה יהיה "נציג" גם בעץ וגם בערימה. 
כל צומת בעץ יורכב משלושה שדות: 

1. המפתח 

2. מצביע לרשימה מקושרת של הרשומות בעלות אותו מפתח 

3. מצביע לצומת המתאים בערימה
הסדר היחסי של האיברים בעץ ייקבע עפ"י שדה המפתח.
כל איבר בערימה יורכב משני שדות: 
1. המפתח 

2. שכיחות המפתח (כלומר, מספר הרשומות בעץ בעלות אותו מפתח).
הסדר היחסי של האיברים בערימה ייקבע עפ"י השדה של שכיחות המפתח (כלומר, בראש הערימה יימצא המפתח בעל השכיחות המכסימלית). 
הפעולות השונות יבוצעו באופן הבא:
INSERT (k, R, S) - נחפש את המפתח k בעץ. אם הוא כבר קיים בעץ, נכניס את הרשומה R לראש הרשימה המקושרת ונגדיל ב-1 את השכיחות של הצומת המתאים בערימה (ייתכן שיהיה צורך לתקן את הערימה). אם המפתח k לא קיים בעץ, נוסיף לעץ צומת חדש בעל המפתח k ונוסיף צומת חדש לערימה בעל שכיחות 1.
DELETE (k, S) - נמצא את המפתח k בעץ ונמחק את הרשומה שבראש הרשימה המקושרת. צריך כמובן גם להחסיר 1 מהשכיחות של הצומת המתאים בערימה. אם הרשומה שנמחקה הייתה הרשומה היחידה בעץ בעלת המפתח k, אז צריך גם למחוק את הצומת בעל המפתח k מהעץ ומהערימה.
FIND (k, S) - נחפש בעץ את הצומת בעל המפתח k, ונחזיר את הרשומה הנמצאת בראש הרשימה המקושרת שבצומת. 

MODE (S) - נחזיר את הערך הנמצא בשדה המפתח של הצומת שבראש הערימה.
שאלה 6

השאלה כמעט זהה לשאלה 2 (סעיף ב) בפרק י"ב במדרך הלמידה.

מקבלים שהעלות לשיעורין של כל פעולה היא 
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